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Chapitre 111

LA COUCHE LIMITE

&
LE TRANSFERT THERMIQUE PAR CONVECTION

| — Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons déterminée les groupes adimensionnels pour
mettre en corrélation les données expérimentales de transmission de chaleur par convection
forcée et libre. Nous avons trouvé que

Nu = f(Re, Pr, Ec) Convection forcee
Nu = f(Gr, Pr) Convection libre

Pour déterminer a partir de ces groupements des relations fonctionnelles, il est nécessaire
d’avoir recours aux expériences ou aux méthodes analytiques.

Dans ce chapitre nous allons considérer les méthodes analytiques d’approche et les
appliquées aux problémes de transmission de chaleur entre une plague plane et un fluide
incompressible s’écoulant parallélement a sa surface.

En raison de la différence dans les caractéristiques d’écoulements pour les régimes
laminaire et turbulent, nous considérons d’abord la couche limite laminaire, qui peut étre
soumise a la fois a une analyse approchée et une étude mathématique exacte.

I1- Concept de couche limite thermique

L’étude des écoulements au voisinage des parois, donc, dans des zones dites de couches
limites, s’avere nécessaire pour la détermination des échanges de chaleur par convection entre un
fluide en écoulement et un solide.

I1-1- Conditions aux limites

Il est temps de prendre en considération le probleme des conditions aux limites a la paroi pour
aborder les phénomenes de transfert de chaleur dans la couche limite. Ceci va nous amener a
distinguer :

a) Condition de 1°® espéce (ou Dirichlet)
Cette condition consiste a imposer la température de surface : Tp imposée
C’est la plus difficile a réaliser expérimentalement, mais généralement la plus simple a utiliser
dans les calculs.

b) Condition de 2°™ espéce(ou de Neumann)
La condition de Neumann impose le flux a la surface : ¢ imposé
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Elle est assez facile a réaliser en utilisant le rayonnement ou I’effet joule par exemple.

c) Condition de 3™ espéce(ou de Fourier)
La condition de Fourier consiste a relier le transfert de chaleur a la paroi et dans le fluide en
fixant un coefficient d’échange coté fluide. Elle s’exprime par 1’égalité des flux a I’interface :

T,
A (=)=h(T,-T
S(ay) (p oc)

Ou s caractérise le solide (c'est-a-dire la paroi), le coefficient d’échange h étant donné.

Le cas limite h=0 nous ramene a la condition de 2'“™ espéce ¢=0 (paroi isolée).

A TDinverse, le cas limite h—soo correspond a une condition de 1°° espéce: le flux est
nécessairement fini, h—oo entraine Tp=T,,

Prenons maintenant en considération 1’épaisseur e de la paroi et notons T, la température de
surface du coté opposé au fluide.

Ya
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h Te
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Alors, la relation ci-dessus s’écrit :

2,8l o, )

v

Ce qui donne
To—Tp _he _
T-T, A

C’est un groupement sans dimension appelé « nombre de Biot »

Bi

d) Condition de 4éme espéce (couplage conduction-convection)

La dénomination «condition de 4°™ espece » désigne a la fois une généralisation et une
formulation plus physique de la condition de 3°™ espéce, qui conduit naturellement a la notion
de couplage entre conduction et convection.

Dans la condition de 3°™ espéce, au lieu de fixer le coefficient d’échange et de considérer Tp et
To uniformes, tenons compte des acquis antérieurs et admettons que Tp et h sont gouvernés par la
structure de I’écoulement, ce qui implique en particulier qu’ils soient fonction de X. il convient
alors d’adapter 1’écriture de la 3°™ condition sous la forme :

or oT;
— =4 (—)y-0 = (LX) =T,
e el (L()-T.)

Ou I’indice f désigne le fluide et Ty la température inter-faciale au lieu de Tp, figure ci-dessous.
De la sorte, le champ de température dans 1’ensemble du domaine solide-fluide dépend a la fois
des caractéristiques de la paroi, de 1’écoulement et de la condition a la limite en y=-e. on se
trouve bien dans une situation de couplage entre la convection et la conduction.

On considére que le gradient de température suivant x est tres faible par rapport au gradient
suivant y, c'est-a-dire la conduction longitudinale est négligeable. Le profile de température reste
linéaire entre y =-e et y =0 (voir figure ci-dessous).

T,-T, he _
T T :7 =Bi  reste valable en remplacant h par hya 1’abscisse X.

p 0 S

_/Is (

La forme adimensionnelle
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Soit :
T,-T, _ h.e _Bi
Tl _Too /IS
On arrive ainsi & une définition locale du nombre de Biot :
Bi, = :°
2’3
A
y e
U,
- ;
> E
_ i
0 l R
T1(X) Tw X
To(X)
Champ de température avec condition de 4°™ espéce

11-2- Approche expérimentale
L’exemple le plus simple est celui de I’écoulement d’un fluide qui arrive a vitesse
uniforme U_ parallelement a une plaque plane. L’écoulement incident est a T, et que T,

température de surface de la plaque plane.

}J F }J F
I e
T cif(x) e !
— :
—_— |
0 — % 098} T-T
T T.-T
Répartition transversale de la température Caractérisation de o;

Si on observe le champ de température T(y) on constate une variation progressive de
T, aT, d’abord rapide puis de plus en plus long que ’on pénétre dans I’écoulement.

La région dans laquelle T varie de fagon significative est appelée «couche limite
thermique ». On définit de facon conventionnelle que 1’épaisseur de couche limite thermique J;
par :

T(5T)_Tp

=0,99 -1
T,-T, (-0
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T-T
0< E<1l VT etT,
T, T,

C’est a dire a I’abscisse x=L la couche limite thermique possede une épaisseur J; (x) tel que la
relation (111-1) existe. Autrement dit, a I’ordonnée y= 4, , I’écart de température par rapport a la
surface est égale a 99% de I’écart total T, — T, .

L’expérience montre que o; évolue le long de la paroi, s’épaissit quand on s’¢loigne du

bord d’attaque ce qui se traduit par 1’apparition d’un gradient de température accompagné d’un
flux de chaleur dirigé de la paroi vers le fluide ou de fluide vers la paroi selon le signe de
T -T,.

° " lp

11-3- Equations de la couche limite laminaire.

On considére un écoulement avec les hypothéses suivantes :

- Ecoulement permanent (% =0)

- Ecoulement extérieur unidimensionnel et paralléle a la paroi U_

- Ecoulement extérieur isothermeT, .

- T,=T,(x) température de paroi imposee.

- Fluide isochore p =cste, avec propriétés physiques indépendantes de T c’est a
dire la variation T, — T, faible.

F A

T7777777 777777777777 7777777777777 s
I

Ecoulement prés d’une paroi

Remarque : La théorie de la couche limite dynamique ne sera pas exposée (voir cours de
mécanique des fluides).

Le phénomene thermique du probléme posé est décrit par I’équation

2 2
Ua—T+Va—T=a(a—T2+8—T2) (1m-2)
OX oy ox® oy
Dans la couche limite, cette équation va pouvoir étre légérement simplifiée. En effet :
- on observe que le gradient de température reste localisé a proximité de la surface.
- Si x abscisse mesuré depuis le point de départ du phénoméne thermique, on a

o7 (X) << x
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De cela on tire que

or oT o°T o1

—<<— et —<<—

OX oy OX oy
Ainsi I’équation (111-2) devient

2
Ua—T+Va—T:aa—T (1m-3)

x oy oy
On sait que le champ de vitesse est solution des équations de la couche limite dynamique.
L’ensemble du phénomeéne dynamique et thermique est finalement décrit par le systéme
d’équations suivantes :

-Continuité
U v _

Ry 0 (11-4)

-Quantité de mouvement
ouU ou 1 ai o°U

U—+V—=-——"-+0— (111-5)
x oy pox oy

aP* *

EZO avec p =p+,0z (111-6)

-Conservation d’énergie

2
TEARvCLRECE (111-7)

x oy oy
Probléme de convection forcée T dépend de U et V tandis que U et V sont indépendants de T
(probleme non couplé).

11-4- Résolution du probléme par la méthode des solutions affines.
Méthode de Blasius pour une paroi a température uniforme

Bien souvent, le probléme le plus difficile n’est pas d’établir les équations, mais de les
résoudre avec des conditions aux limites appropriées. On pose un cas simple celle des solutions
affines de Blasius appliquée aux problemes de transmission de chaleur entre une plaque plane et
un fluide s’écoulant parallelement a sa surface. Les résultats de ce cas particulier sont tres
importants.

La méthode de Blasius repose sur 1’hypothése de similitude (ou affinité) des profils de
vitesse dans la couche limite laminaire, exprimés par la relation :

u=U_f(n) (111-8)
Avec  n=y/5(x)

et S(x)= (CJ/—X)” = ﬁ Epaisseur de la couche limite dynamique a ’abscisse x
Ce qui permet d’écrire que n=Yy/0(X) = y Y Re)/?
(LX)UZ X

U

0
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Les équations de la couche limite sont résolues en déterminant une fonction de courant  qui
satisfait automatiquement a I’équation de continuité, soit

u:—etv:—a—w
oy OX

avec

u==U, 1= v =U. [ fy

Ona y=no(X) = dy =05(x)dn
Ce qui permet d’écrire la fonction y sous la forme
v=U.0(x)F@p) avec F(n=[f(ndy

Ou F(n) désigne une fonction de courant adimensionnelle. Les composantes de la vitesse en
fonction F(7) sont alors :

_v 0w on_yy g T S o
& on'oy dr
Et
0 1 Uv NG,
e L R CRZ A (=

v" Les dérivées premieres de la composante de vitesse u sont :
Vv rm e Moy
ox ox oy SX

v' La dérivée seconde est :
o°u 1
_ U Flll 2
oy’ o
En introduisant les expressions ainsi obtenues dans 1’équation de quantité de mouvement, on
obtient :

FF"+2F" =0 (111-9)

C’est une équation différentielle non linéaire du 3™ ordre. Cette équation représente 1’équation
de Blasius. Pour la résolution de cette équation il faut avoir recours a une méthode numérique

sous la forme d’une série de Taylor (on obtient des abaques).

Pour le probleme thermique, on reporte U et V dans 1’équation d’énergie (I11-7), il vient :

2
U F oy 990 pe gy dT 0T (I11-10)
OX dx d oy
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Si on prend la méme similitude que pour la vitesse, on aura :

T=T(n)=
or _aT oy (w)m@T

& ondy xw' g

o°T U, oT

& won

ar _ar 877 1y (_)1,2 oT
X 877 OX 2x¥ v on
d_5: 1( v )1/2

dx 2 'xU,

En remplacant ces expressions dans 1’équation d’énergie (I111-10) on obtient :

1 _.or 1. _, T adT
_EUF on _( - )%_1)677
Soit
2T"+ B FT'=0 (11-11)

On voit apparaitre le nombre de Prandtl v caractéristique du couplage dynamique— thermique.
a

La fonction F est solution de 1’équation de Blasius (111-9), Soit :

F= _|2:F Qu’on reporte dans 1’équation d’énergie (111-11),11 vient :

T " F m i

—=Pr— T et F sont fonctions de 7

T 1 F n
Par intégration successive de 1’équation ci-dessus, on obtient :

T'=K(F")" (11-12)
Et T()-T(©) =T -T, =k[. (F")"dy
T,-T,

*si p—so, THT, = ks—0—"F"F—
J‘O (F")Prdﬂ
*si p=0 , F(0)=0 etF’(0)=0

Sachant que 7 =y/5(X)
C’est le méme résultat que :

T-T, T,-T

*y=0, » P o _get =Y _0=F et v=0=F=0
T.-T, T,-T, u, u,
T-T, T,-T

*y o0 2T g U Yey
T,-T, T,-T u, U
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Finalement :

_ "(F)d
T-T, +(r7)=j‘;( )" dn
LT Jo (F*)dn

Remarquesi Pr=1= T"'(n)=F'(n)

(111-13)

T7(n) Elle peut étre calculé numériquement en fonction de 7 puisque F est ses dérivées ont éte
calculé numériquement et tabulées.
On définit I’épaisseur de la couche limite thermique o; (X) tel que :

T(o;)-T,
——FE=T" =0,99
T.T, (77r)
On le calcul numériquement a partir de
N = mPr
F")™"d
T+ )= 0,99 o (F 147 (111-14)

Jo (F")rdn
Ce qui nous permet de calculer 7, , d’aprés la relation (111-14), on constate que 7, ne dépend que
de Pr., et par suite :

00

500 _; [0

Sachantque #=Yy/d(X)=>n = 500 -\ ox

Pour Pr>0,6, 7, (Pr) peut étre approché par la relation 7, = Pr™* (calcul de Pohlhausen).
Soit 5, =56Pr™*  ouencore %T = pr 3 (111-15)

Si Pr=1 = &, =6 méme épaisseur de la couche limite dynamique et thermique. La répartition

des vitesses est, par conséquent, identique a la répartition des températures.

Une interprétation en fonction des processus physiques se traduit par le fait que le
transfert de quantité de mouvement est analogue, pour Pr=1, au transfert de chaleur.

D’aprés la relation (111-15) on constate que 1’épaisseur de la couche limite thermique est
plus grande que 1’épaisseur de la couche limite dynamique (Pr<1).

Exemple :
Air Pr=0,7=0; =1128
Vapeur d’eau Prii1=4; 1o
Eau O >2=0; <0
Pour les métaux liquides Pr=1 (métaux liquides)
1)

77-|- — Prl/Z = 2 = Pr1/2
T
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ooo ~ 50 Freis

L J

=
by
U,
Profils de température dans la couche limite laminaire
Calculer par la méthode de Blasius
Pr=50 Pr=7 Pr=1 Pr=0,65
n, =10 n; =0,52 =1 n: 1,16
&
6 e r——
. Bt -
Prapl d
]
o —
5
062 Prel g

Comparaison Couche limite dynamique et thermique pour Pr(] 1et 0.6>Pr<1
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I11- Densité de flux de chaleur et coefficient d’échange

La densite de flux de chaleur locale ¢ (x) a pour valeur

oT dT" dn
cop(x):_/ig)y:o:—;t(rw -T,) i d_y)”:y:" (111-16)

on 1 U

Avec =y/lo(x) et —=——= |2

n=yl5(x) & 500 \Vwx

ce qui donne

o U,

0,0 ==A(T, ~T,)T (o),/; (111-17)

T (0) dépend du nombre de Pr (voir expression (111-12)).
En générale, on trouve qu’il y deux possibilités d’approximation de T* (0) suivant la valeur du
parametre Pr.

Pr>0,6 ona T'(0)D % Prt/®
Pr<<1 T*(0) U 0,565 Pr"/?

I1-1: CasPr> 0,6 — T+(0)D % Prl/S
Le coefficient d’échange locale h, est donné par :
?Pp (x)=h, (Tp -T.)
Soit

X
h, = ?,(X) :ﬂlprlm Y. (11-18)
T,-T, 3 LX

Ou sous forme d’un groupement adimensionnel :

Avec les équations aux dimensions suivantes.

w g Kg J m 3
h — =|MT?0"| et pCpU, >— —=| MT 0™
X mZ2°c I: } pPLPY, m? KgOC S I: }
On appel
St, = hx : Nombre de Stanton local
pCpU,,
Ce qui donne

Stle(—u 122y avec a=2t_, p=t
3 U x v pCp P

St =% Re *Pr?" (111-19)

X
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On souligne que d’apres les expressions (111-18) et (111-19) h,, ¢, (x) et St, n’ont pas une valeur

constante sur la paroi, mais dépendent de x (distance a 1’origine).
Les valeurs moyennes seront souvent préférees, de h,, ¢, (x) et St, sur une plague plane

de longueur L

17 1 ¢ 1 2
h:E IthX = ECSte J.dezcste F
C’est adire
2 U 12/3 C 1/3
hzg(Too)“2 —(ﬁ/ep) =2h, (111-20)
De méme le nombre St est donné par
1% 2
St==[Stdx== Re, *Pr?? = 2st, (111-21)
L 3
I11- 2 : Cas Pr<<1 T*(0) =0,565Pr"?
@,(X)=-0,565 (T, —Tp)(U—‘”)M PrY/2 (111-22)
VX
U, w2 1/2
h, =0,565(—=) (1 ,0Cp) (1-23)
X

St,=0,565Re, V*Pr? =0,565 Pe;”?, Pe Nombre de Peclet.  (111-24)

Les valeurs moyennes de h, et St, sont données par :
h=113 (UT°0)1’2 (1 pCp)? (111-25)
St=113 Pe"? (111-26)

I11- 3 : Remarques- Conclusions :

Une éetude de sensibilité de h vis a vis de chacune des caracteéristiques contenues dans les
formules (111-20) ou (111-25) est irréalisable, c’est a dire que les fluides ne sont pas des fonctions
mathematiques dans lesquelles on peut faire varier un paramétre indépendamment des autres,
quand on change de fluide, les propriétés physiques A, u, p et Cp changent simultanément.
Donc une analyse effectuée séparément sur une des propriétés physique A, ..., est illusoire (non
physique) par contre on peut isoler les parametres géometrique L et, dynamiqueU .

De méme dans le nombre de Stanton St expression (I11-21) et (111-26), St = f (Re, Pr)

dissocier I’influence respective de Re ou Pr en se basant sur les variations des propriétés
physiques, c¢’est une erreur, car, par exemple, une variation de Pr se répercute automatiquement
sur Re par I’intermédiaire de v.
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