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I1I-1. Différents types de probleme
d'optimisation
Soit la fonction non linéaire telle que :

xeDcR" e f:D—R

Le probleme d'optimisation (minimisation de f(x) ) consiste en la
détermination de

ReD telque f(R)<f(x) VxeD

Pour établir les conditions théoriques de minimum, on posera :



Pour le gradient :

f,=grad f :{

Pour le Hessien :
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Trois cas de problemes d'optimisation seront distingues

D=R" Optimisation sans contrainte

D ={x |g(x)=0} Optimisation avec contraintes égalités
D ={x |h(x)<0} Optimisation avec contraintes inégalités

ou g(x) et h(x) sont des fonctions vectorielles de R" >R ™

m<n




I1I-2. Optimisation sans contrainte

lll-2-a. Condition nécessaire du premier ordre

Dans ce qui suit, on suppose que f est dérivable jusqu'a lI'ordre 2.
Soit X e R" et 6x une variable telle que :

X '=X +OX et f(x)=f(x)+f (X).0X
St on suppose que x =X esttel que f (X) est minimum, on a:

f(x)> f(R) et Sf=f(x)—f(R)=f(R).0x=0 SxeR’

OX peut étre positif ou négatif ce qui implique f (X)=0

C’est donc une condition nécessaire d'extremum local.



111-2-b. Condition nécessaire du deuxieme ordre

Soit x'=X +ox ou X est tel que f (X)est un minimum local.

Ona

f(x)=f (>€)+0+%5fo“ (X).5X

Or
f(x")>f (><A):>5foXX (X).0x =20

f . (X) est donc déefinie non negative, on note f_ (X)>0

Conclusion : condition nécessaire de minimum :

f (X)=0 et f_(X)>0




[1I-2-c. Condition suffisante du minimum

Si f _(X) est definie positive le minimum est strict et la
condition :

f(X)>0

est alors une condition suffisante de minimum.



Si la matrice hessienne est définie positive, la fonction

atteint un minimum local au point critique ;

dSi la matrice hessienne est définie negative, la fonction

atteint un maximum local au point critique ;

dSi la matrice hessienne a des valeurs propres de
chaque signe (au moins une valeur propre positive et une
valeur propre négative), le point critique est un point

selle ou col.



I1l-2-d. Cas de fonctions quadratiques

Considerons une fonction quadratigue de la forme :
f (x)=a+b"'x +x'cx
Cherchons la premiere condition :
f. (x) =b+2cx

et
f(R)=0 = 2ck=-b

Si détc#0 xA:—%c‘lb




LLa condition du deuxieme ordre entraine :

f(X)=2c>0

Donc, pour que f (X) soit minimum il faut que c soit définie
non negative.

Si ¢>0 : minimum absolu strict (X unique).

Si ¢< 0: maximum absolu strict (X unique).



Exemple 1:

Déterminer la nature des extremums de la fonction suivante :
f(x,,X,)=(2x,—X,+1)? +(x, —3x,)* +1

Les conditions du premier ordre donnent :
{ f, =4(2x =X, +1) +2(x, —3x%,) =0

f, =—2(2% —X,+1)-6(x,—3x,) =0

10x, —10x, =4 X, =—3/5
—
—10x, +20x, =2 X, =-1/5



Les conditions du deuxieme ordre donnent :

o f o f
¢ _ OX? OX,0X,, _{ 10 —10}
v et of =10 20
| OX,0%  OX;

f . est définie positive, donc la solution correspond a un minimum.

XX

Exemple 2
Déterminer x,,X,,X, qui extremalisent :

(X Xy Xg) = X X, 4 X Xg + X, X, avec X +X,+X ,=3

Dans ce cas on peut exprimer l'une des variables en fonction des deux
autres variables et on se ramene a un probleme sans contraintes, comme

dans le cas de I'exemple 1.
La solution, correspond a un maximum.



Cas d’une fonction de 2 variables

* Le point (X, X,) estun point critique de la
fonction f (x,,x,) Si:

A of . . of . .
V1(X,%,)=0 (& (X,%,)=0; E(Xp X,) =0)

* Un point critigue de f qui n'est pas un
extremum est appelé point selle ou col.



Dans ce cas de fonction de 2 variables la matrice Hessienne est donnée
par

o f o f
¢ _ OX; OX,OX,
XX azf i
OX, 0% OX; |
On pose :
o° f o f
A= X,X,) ; B= X, X))
axlz (Xl 2) 6)(16)(2( 1 2)
o°f . .. )
C:a—xzz(xl,xz) y D:AC—B

D est le déterminant de la matrice Hessienne.



Théoreme :

Soit (X1, %;) un point critique : Point de minimum ou point de maximum ou
point selle (point col).

1) SiD>0etA >0, alors T(X.X;) présente un minimum local au
point (X, %) .

2) SiD>0etA<0, alors T(X,X;) présente un maximum local au
point (X, %) .

3) SiD <0, alors T(X,X;) présente un point selle (point col) au point

(X1, %;)

Le théoreme ne permet pas de conclure si D = 0 (une étude supplémentaire
est nécessaire). Ce point est dit degénére.



Exemple de cas d'un minimum

f(X11X2):X12+X22

f, =2x, =0
{ 1 " = (X, %)=(0,0)

f, =2%,=0

Les conditions du deuxieme ordre donnent :

o f o f

OX? OX,0X 2 0

f = . 1% —{ }doncA:Z etD=4
o’f  of 0 2

| OX,0%,  OX; |

D>0etA>0,alors f présente un minimum local au point (X, X;) = (0,0)



Exemple cas d'un maximum
1:()(1’)(2):_)(12_)(22

= (X,%;)=(0,0)

f, ==2% =0
f, ==2x,=0

Les conditions du deuxieme ordre donnent :

o f o° f

OX. OX,0X -2 0

f, . e —{ } donc A=-2 etD =4
o° f of 0 —2

| OX,0%, 0%,

D>0etA<0,alors f présente un maximum local au point (X, X,) =(0,0)



« Exemple de cas d'un un point selle (point col)

f(xl,xz):xf—xzz

{fxl=2x1:0

X.,X,)=(0,0
fx2:_2X2:O = (X,%;)=(0,0)

Les conditions du deuxieme ordre donnent ;

o f o° f
OX’ OX, OX 2 0
f = 8 b ={ }doncA:Z etD =-4
o° f i 0 -2
OX,0% 0%, |

D <0, alors f(X,,X,) présente un point selle (point col) au point
()A(li )A(z) =(0,0)



0.5

0- . AN F (X, %,)= X12 - X22

(X,,X,)=(0,0) Estle point selle (point col)



Maximum, Minimum et point selle




111-3. Optimisation avec contrainte égalité

Considérons le probleme suivant :

‘Min f (x)

9(x)=0
Avec g:R">R"™ (m<n)

Bt g(x) =g (). 9%(x),..."(x) ]



On notera ;

%' o9t a9t
ox,  OX, OX,
0, 0=+ = |=[a]
og" og" og”
OX, X, OX,

On dira que x est un point régulier de g si
rang g, (x ) =m . Dans ce cas les contraintes

sont independantes



lll-3-a. Condition du premier ordre

Pour gu'un point régulier X soit un extremum local de f(x)
sous g(x) = 0, il est nécessaire qu'il existe un vecteur 4 =0
telle que la fonction :

L(x,A)=f (x)+1" g(x)

Soit extremale (minimale ou maximale) par rapportaxeta A.
C'est-a-dire :
L (X,4)=0
{L (xX,2)=0
- L est appelé Lagrangien
- les A sont les parametres de Lagrange.

On ramene donc un probleme avec contrainte en un probleme
sans contrainte.



111-3-b. Condition du second ordre

Pour que X soit un minimum local de f il faut:

Sx'L,, (X,1).0x =0
L. (x,A) doit étre définie non négative dans le sous
espace E.

En conclusion, la condition nécessaire du minimum local
est :

L (X,4)=0
L.(X,2)=0
L (X,2)=0 dans E ={v|g,.0=0]

N




On a ainsi amene a étudier les racines de I'équation en @

w.1-L

dét| ...

9

XX -

T

9

0

=0 or <

-

L/lx — gx
Lxﬂ — gl
L,,=0

Ceci nous conduit a I'examen des racines de

dét




Résumeé: Condition nécessaire de minimum local

L(x,A)=f (x)+1" g(x)

L. (%,A)=0

X

\Li(xA,ﬂv) =0
Racines de

wl-L, L,

XX

dét =0

positives ou nulles.




I1I-3-c. Exemple
Déterminer x,,X, qui maximisent

f (X11X2) = XX,

Avec
X{+X2=1
Solution
Max f (X, %,) = —Min[—f (x,, X,)]
Soit

L(x, )= f(x)+ATg(x) =
L (X %50 A) ==X, + A% +%; —1)



Les conditions du premier ordre donnent :

rLXl:—XZ-l-Zﬂ,Xl:O X1:X2:i220’707
<LX2:—X1+21X2:O — y

_ %
L, =x+%-1=0 ’I_i_O’S

Les conditions du second ordre imposent le calcul des
racines de

wl-L, L,

XX

det -0




'LM:—@+22@

Comme Ly,

—X, + 24X,

L, =x +x, -1

On a
Y/ | 2
Lxx — ’ Lx/l — Xl ’
-1 24 2X,
w.l1-L, L, w-21 1
dét =0: |1 w—24
_sz L/u, — O_ _2X1 2X2




(0—22).(-4x3) —1(—4%,%, )+ 2% | 2%, — (@0 —22).2% |=0 =

4(x12 + xzz)(2/1—5<))+8x1x2 =0



4(x}+x7)(24-w)+8xx, =0
Or X7 +X2=1

D'ou 2L —w+2x X, =0
Finalement @=2(A+XxX,)=2

>0 donc X, =X, =1/+/2 correspond & un
minimum de (-f), donc a un maximum de f.



I1I-4. Optimisation avec contraintes inégalités

Le probleme est le suivant :

Min f (x)

h(x)<0
Avec h:R" —>R™ (m<n)
Et h(x)=[h'(x),h?(x),..n"(x) ]

Une contrainte est saturée si h'(x) =0



Utilisons des variables supplémentaires pour se
ramener au cas de contraintes egalités.

Soit

2

y Z[yf,...,yi]TeRm tel que h(x)+y°=0

L(x,y,m)=Ff (x)+4" [h(x)+y?]



lll-4-a. Condition du premier ordre

Les conditions du premier ordre donnent :
I—x — fX(),Z)_l_ZﬂI h)l(()/Z) — O
1=1
L, =24 y;,=0 (1=1..,m)
L, =0

i\

\

Sion considere  w(x,u)=f (X)+ ' h(x)



Alors v, =L, =0
wy. =0 = =0 si y =0 cadsi h'(x)<0

Les conditions du premier ordre sont equivalentes a celles
du cas des contraintes égalités. Les parametres x sont

nuls si la contrainte correspondante est satisfaite et non
saturee. Les parametres g sont appeles parametres de

Kuhn et Tucker.



l11-4-b. Condition du second ordre

Les conditions du second ordre sont
egalement équivalentes a celles du cas des

contraintes égalités; L  doit étre definie
non négative dans le sous espace :

E ={U h;(x).U:O}




Réesumeé: condition nécessaire

En un point X, f(X) admet un minimum relatif dans
D ={x|h(x)<0}, il existe des paramétres >0
tels que :

LO) = () + Y ' ()

L(%)=L,(0)=0
Vérifie : { xh' () =0 h'(%)<0
L >0 dans E:{u

hi (R).0 = o}




I1l-4-c. Exemple

Déterminer x, et X, qui minimisent :
f (x,X,)=2%X/+2xX,—10x, —10X, + X

Avec
(x> +x2<5

3% +X,<6



Solution:

L) = F 0+ Db () =

L(x,u)=F (X, X,)+ (X7 +X>—=5+€)+ 1,(3X, +X, —6+€>)
Avec f (x,,X,)=2Xx7+2x,X,—10x, —10X, +X 2
Les conditions du premier ordre donnent :

L, =4X,+2X,-10+24X, +31, =0
L, =2X,+2X,-10+24X,+ 1, =0

L =x/ +x, —-5+e°=0

el

L, =3x,+Xx,—-6+e; =0
L, =218

I—e2 :Zﬂzez



X, +X; <5
3X,+X, <6

[l faut envisager les divers cas correspondant
aux contraintes saturées :

2 contraintes non saturées

=0 X, =0
) ) N 1
H, =0 X, =9
ne satisfait pas la premiere contrainte.

1 contrainte non saturée

X, =
{,ul;tO , e,=0

1) = X, =
u,=0 ; e, #0

=1

Les conditions du second ordre imposent le calcul
des racines de



L, =4X;+2X,-10+2X, +31, =0
L, =2% +2X,-10+ 24X, + 14, =0
L, =x; +x; —5+e/ =0

, _C().l— Lxx Lx;z
dét =
B L,UX e O_
_a)—(4+2y1) —2 2x1_
dét —2 w—(2+2) 2X, =0
2%, 2X, 0 L
i e

64-20w=0 = w=3.2



On a donc un minimum car g >0 et L,

definie positive dans le sous espace defini par
h ox =0.

-

.. =0 ; =0
1) J
1,70 e, =0
(x, =04
= <X, =4.8
1, =-0,4

i, <0 ce point ne correspond pas a un
minimum.



